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La notion d’6quisingularitC dtveloppie par 0. Zariski dans de nom- 
breuses publications joue un grand r81e dans la classification des branches 
planes [6,7,9]. Par la suite de nombreux travaux ont CtC publiCs sur le 
sujet. Une liste importante de ceux publiCs avant 1974 se trouve dans [S]. 
L’un des r&ltats principaux pour ce qui nous inttresse dit que la classe 
d’bquisingularitk d’une branche algibrdide plane est dtterminte par ses 
coefficients de Puiseux ou, ce qui est kquivalent, par le semi-groupe des 
valuations des Sments non nuls de l’anneau [6, 11. Dans une premitre 
partie nous donnons une caractCrisation supplementaire de la classe 
d’CquisingularitC au moyen du groupe des “unit& relatives” de l’anneau de 
la branche. 
Un proctdt classique de r&solution de la singular% d’une branche 
consiste A faire un nombre fini de transformations quadratiques uccessives. 
L’anneau de la transformee quadratrique est, dans ce cas, l’anneau de 
premier voisinage inlinit&imal de celui de la branche. Les travaux de 
J. P. Lafon sur les idbaux maximaux de l’anneau des endomorphismes d’un 
idCal ont permis de dCmontrer que pour un anneau local A, de dimension 
1, de Cohen-Macaulay, d’idCa1 maximal WZ, les anneaux EndA forment 
une suite qui va de l’anneau de dipart A l’anneau de premier voisinage 
infinidsimal. La deuxit5me partie prkcise, lorsque A est l’anneau local d’une 
branche-non n&cessairement plane+es rapports entre ces anneaux 
EndA et le semi-groupe attacht A la branche. Dans le cas des courbes 
planes (i.e.: lorsque A est un anneau de Puiseux), on calcule explicitement 
les EndA( On montre enfin comment cela donne une classification des 
branches planes en intercalant une suite finie de relations d’i@ivalences 
distinctes entre l’&quisingularitC et l’isomorphisme. 
En appendice est donnC un rCsultat concernant la longueur du module 
des diKzrentielles de torsion de certaines branches planes. Ceci en liaison 
avec un resultat d’0. Zariski et une autre classification des branches. 
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2 P. CARBONNE 
I. GROUPE DES UNIT& RELATIVES 
A est I’anneau local complet d’une branche algtbroi’de-plane ou non- 
sing&&e. Le normalise de A est note S. 
On Ctudie dans cette partie le groupe des unites relatives, c’est-a-dire le 
groupe quotient du groupe des unites de S par le groupe des unites de A. 
On montre que c’est un groupe alglbrique et que la connaissance des 
degres des polynomes qui dtfinissent sa structure Cquivaut a celle du semi- 
groupe lie a A. Dans le cas particulier des branches planes (i.e.,: A est un 
anneau de Puiseux) les degres en question caracterisent done la classe 
d’tquisingularite de la branche. 
1.1. Groupe des unit& relatives 
1.1.1. On reprend les notations de [ 1, 21. On note t une uniformisante 
de S de telle manibe que: 
S = @[[t]]. Le semi-groupe f associe a A est: 
r= v(A - (0)) (u Ctant la valuation naturelle de S). 
On note c le seuil de f, {Do, .. . . b,} son systeme minimal de gtnerateurs 
(voir [ 11). lM - r est un ensemble fini. Soit d son cardinal et pi (avec 
1 < i < d) ses elements ordonnts par ordere croissant. m dbigne l’idtal 
maximal de A. 
Pour tout i < c et appartenant a f, il existe zi appartenant a * et tel que: 
zi = t’+ C ajt/ 
jz-t 
On note U le groupe des unites de A et V celui de S. 
Le groupe des unit& relatives est: G = V/U. 
1.1.2. Nous allons commencer par etablir deux lemmes d’klimination des 
termes d exposants dans r. 
LEMME 1. Dans G: 
1 + c qti= 1 + c xitl* 
i2 1 ICi-zr 
(La barre note la classe d’un Clement de V modulo U). 
En effet: 
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LEMME 2. Pour i, fix& duns r, il existe une suite de nombres complexes 
(x:)~,~ telle que: 
1 + 1 x/= 1 + 1 xi++ 1 xy. 
i>l lGi4io i>b 
De plus: X:E C [x,, . . . . xi]. 
En effet: 
(l +X,Zi,)-‘E U. 
et done: 
D’oii: 
Le second membre a la forme annoncte car tous les termes de tie- zi, 
et ceux de t[(l +xiozJ’ - l] ont un exposant >i, d’une part et d’autre 
part les produits de sCries entihes s’expriment polynominalement sur les 
coefficients. 
1.1.3. PROPOSITION. Tour PlPment de G admet un reprhentant unique 
duns V de la forme: 
l+i xp, P. 
i=l 
(Ce rCsultat est A rapprocher de la reprksentation paramttrique courte 
donnCe par 0. Zariski [9, p. 271.) 
L’existence rksulte aussit6t des lemmes 1 et 2 qui permettent d’Climiner 
les termes g exposant dans f et <c puis de tronquer aux exposants < c - 1. 
Supposons que: 
l+ f x,,P=l+ i yr,ta: 
i=l i= I 
les x,,, et les yr, n’btant pas tous identiques. 
Posons: 
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et 
lo- I 
h = 1 + c x,,t? 
i= I 
Alors en multipliant les deux memberes de l’egalite de depart par h- ’ on 
obtient: 
1 + X,,,t”” + . . . = 1 + YpJP’O + . . . . 
D’od: 
Soit: (x~,~ -y,,O)t@;o+.-. EM ce qui est absurde compte tenu de 
xrio - Y,,~ # 0 et de pi0 $ f. I1 y a done unicite. 
I. 1.4. TH~oR~E’. Le groupe des unit& relatives G est isomorphe ci Cd 
muni d’une structure de groupe algkbrique. 
La bijection entre G et Cd est celle qui consiste a envoyer un element de 
G sur la suite finie (xcr,, .. . . XJ qui lui correspond (proposition 1.1.3). 
Soit g E G representt par 1 + If=, x,, P’ et h E G representt par 
1 + c;= , y,; I”‘. 
Alors: 
Soit: 
> 
avec: Wk= c xi4 Y,. 
pi+fii=k 
Par le pro&de donne dans le lemme 2 on Blimine successivement tous les 
k appartenant a r et tels que 0 -E k < c. A chaque elimination on obtient de 
nouveaux coeffkients qui, toujours d’apres le lemme 2, sont des polynbmes 
par rapport aux coefficients anterieurs d’indices inferieurs ou egaux. Done, 
apres la derniere elimination le coeffkient t”’ est un Clement de: 
Q=cxp,9 . ..Y x,,, Yp,, --., Y&l. 
G&e au lemme 1 on neglige alors ce qui se passe pour les exposants ac. 
Finalement g .h est representt par: 
1 + f Ppkt’k avec P,, E @ Cxp,, . . . . xpk, yp,, . . . . y,l. 
k=l 
’ Ce premier rhltat a CtC 6tabli en collaboration avec J. Bertin. 
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Done G est isomorphe a Cd muni de la loi de composition: 
(xp,, 3 *--, XJ . (Yjl, 3 *‘*T Y&J 
= (P&p, 3 Y,,), --.5 Pcldbjd, 3 ..-9 X&f’ Yp, 9 *a*9 Y,,)). 
1.2. Degres de polynomes definissant la structure de groupe de Cd 
1.2.1. Nous changeons legerement certaines notations pour alleger 
1’Ccriture. 
Soient g et h deux elements de G represent& respectivement par: 
l+Cx,P et 1 + 1 ypt”. 
Per per 
Alors g . h est represente par: 
1 + 1 Pptxj9 Yj) t" Oii: PpE@[Xj9Yj]l<j<p9 j#r. 
g+r 
P, est un polyn8me symbrique par rapport a chacun des couples (xi, y,). 
Nous allons calculer le degre global de P,. 
1.2.2. Pour k 2 1, posons: 
cp(k)=#(iIpi-pi-l=1aveci>2etpi<k). 
En particulier: 
cp( 1) = (p(2) = 0. 
1.2.3. On v&lie sans ma1 que: 
dk + Y) G dk) + W) pourtout k>l et tout yeret y#O. 
Soit y’ l’element de r qui suit immediatement y. L’tgalite 
dk + Y) = dk) + WI 
est Cquivalente a: 
ou bien: k + y f y’ 
ou bien: k+y<B, 
( BI cequisuppose:y=p&avecl<p< - [ I> Bo . 
1.2.4. On pose alors pour k 2 1: 
dk = k - cp(k). 
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I1 vient done: 6,+, > 6, + 6, et I’egalite est Cquivalente a la condition 
donnee en 1.2.3. Par ailleurs: 
6,=1,6,=2 et: b <6 k, k+,<<6k+1 pourtout k>l. 
En outre: 
si 1 + y = k < y’ alors: S, = 6, + 1 (ceci donne 6,. si y’ - y = 1) 
sil+y<k<y’alors:6,=6,+2(cecidonne6,.siy’-y#l). 
1.25 Prenons: u = 1 + xk,, Qktk avec les hypotheses: 
’ 6) QkE@[xi.Y~l,4i~ketl$r. 
(ii) Q2, . . . . Q~,-, ont des termes de degre 2 lineairement 
independants dans C [xi, ,;.I, ~jG~,,-I (si B,, # 2). 
(iii) Sik<yetsikEJIQk=O. 
(iv) Sik<yetSik$f,d’Q,=6,. 
(v) Sik=y,d’Q,=h,. 
(Vi) Sik>y,d”Qk<6,. 
1.2.6. Soit z E M tel que: z = tY + Cirr + , a$. 
Posons: 
Q;=Qk si k<y 
Qb = Q/c - ak Q, si kay+l. 
Les polynames Q; verilient aussi les conditions (a,). 
1.2.7. On peut ecrire: 
u= 1 +Q,z+ c Q;tk. 
k+y 
Delinissons l’dimination E, par: 
E,(u)=u(l +Q,z)-‘. 
Alors: 
E,,(u) = 
D’oli: 
E,(u) = 1 + 1 Rktk. 
k21 
> 
(I- Q,,z + Q;z' + . . . ). 
SUR LA CLASSIFICATION DES BRANCHES 
Avec: 
&=QL=Qk si k<y 
R,=Q 
&=Q;-Q,Q;-,+CqQyQ; si k > y, 
la dernikre somme comprenant des termes tels que: LX~~ +j < k. 
1.2.8. (1) Si: 1 + y = k G y’ Rk = Q; - Q,Q; et par les conditions (iv), (v) 
et (vi) il vient: 
d”Rk=6y+b,=8y+1=Bk. 
(2) Si = 1 + y c k < y’, alors: 2 < k - y c y’ - y < B. (8, > 2). I1 vient 
alors: 
Par (ii) et (iv) nous avons: 
Rk=QL-Qy Qb-y+ 
[ 
1 ak-jQJ * 
lsjtk--y 1 
D’oii: 
do Qb-,+ 
( 
c akpjQ; 
lQjck--y > 
= ii2 = 2. 
(3) Si k = y’ et 2 < y’ - y < flo le calcul prkddent reste valable et: 
d’R,,r = 6, + 2 = 6,. . 
(4) Si k > y’ 2 8, (y’ > p1 Cquivaut d: y’ - y < PO), d’aprks 1.2.3: 
6,-,+6,<6,. 
Si aj 2 2: ajS,, < 6,, et done: ajS,, + Sj < 6,,, + Sj < a,, + j < 6,. 
Si aj=l et y+j~yf:6,+6j~6,+,~6,,<6,,+,~6k. 
Si aj= 1 et y+j>y’:6,+6j<6j+,dBk. 
Done: 
et 
d’(Q”‘Q;) < 6,. 
Par (vi) on con&t alors: d”Rk < 8k. 
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1.2.9. Done (lorsque y’ 2 8,) les polynbmes R, verilient les conditions 
Wf). 
1.2.10. Si l’on part avec pour ZJ le produit des representants de g et h, 
produit consideri: avant toute elimination, les polynbmes coefficients 
verifient les conditions (a,). 
Si [fi,/fl,] > 2 on ne peut utiliser directement l’ttude faite en 1.2.8 et 1.2.9. 
Cependant les polynomes obtenus aprb l’elimination EpsO (1 <p < [B,/p,]) 
v&bent les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) de sZcP+ ,,B,,. Des que l’on fait 
Elimination de E[ /7,//J,] PO, on obtient des polynomes qui vtrilient (a,,). 
Le resultat donne en 1.2.9 permet alors de faire une recurrence sur y. 
1.2.11. Une fois elimines tous les termes en fY (pour y E f et en se 
limitant, g&e au lemme 1, a y KC) on obtient les polyn8mes que nous 
avons notes P,. D’oti: 
PROPOSITION. Le degre de P, est don& par: 
1.2.12. COROLLAIRE 1. La donnee du semi-groupe r est Pquivalente b la 
don&e du nombre d des polynomes P, et de leurs degres respectifs. 
La connaissance de r lixe d et les degres des P,. La reciproque est 
obtenue en determinant N - r et done f en remontant dans les degrb. 11 y 
a lieu de remarquer que vu la structure de semi-groupe de r (voir [l]) on 
ne peut pas se donner arbitrairement les degres des polynomes P,. 
1.2.13. COROLLAIRE 2. Dans le cas ou R est un anneau de Puiseux, le 
nombre d des polynomes P, et leurs degres respectifs caracterisent la classe 
d’equisingularitt! de la branche plane associee d A. 
1.3. Degres ponderes des polynomes P, 
1.3.1. On attribue le poids j aux variables xj et yj. Les polyn6mes qui 
apparaissent, avant toute elimination, dans le produit des representants de 
g et h sont alors homogknes de poids k (pour 1~ k < c - 1). On peut les 
supposer nuls pour k > c (Lemme 1). 
11s atisfont done aux conditions (n,) ci-dessous pour y = fro. 
1.3.2. Condition (n,): 
(0 QkE@CXj,Yjllaj~ketj9r. 
(ii) Si k<y et kEf’-, Qk=O. 
(iii) Si kay et kET, poids Qk<k. 
(iv) Si k # r, Qk contient le terme xk + y, et: le poids de Qk = k. 
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1.3.3. Le calcul des Rk montre que ceux-ci verifient (n,.). 
1.3.4. Une recurrence immediate donne la 
PROPOSITION. Le polynome P, (p 4 f) est de poidr p et il contient le 
terme x, + y,. 
Ii. ANNEAUX DES ENDOMORPHISMES DES PUISSANCES DE 
L’IDkAL MAXIMAL DE L’ANNEAU D’UNE BRANCHE 
11.1. Notations et rappels 
II. 1.1. Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension 1, 
d’ideal maximal m, R designe l’anneau de premier voisinage infinitesimal de 
A. On note n la multiplicite de A et p sa reducton. K designe l’anneau total 
des fractions de A. 
Nous avons alors un entier v qui verifie les proprittes suivantes (voir 
C33): 
v=inf{pII(mP/mP+‘)=n} 
v=inf{pIl(A/&)=pn-pp) 
v=inf{pIR&‘=&‘} 
v=inf{pIu&=m P + ‘, Vu E m’ et superliciel de degre t }. 
On trouve dans [4] le rtsultat suivant: 
PROPOSITION 1. Soit A un anneau local noetherien did&al maximal m et 
p un entier 2 1. Si la profondeur de A est superieures ou egale a 1, la 
A-algebre EndA est isomorphe a la sous-algebre des elements u de 
l’anneau total des fractions K de A tels que: 
ump c w2p. 
Ce resultat s’applique en particulier aux anneaux locaux de 
Cohen-Macaulay de dimension 1. Pour p appartenant a f+J, nous noterons: 
E,= {uEK~u~~~c~~}. 
D’aprbs [3] nous avons, pour tout p 2 v un isomorphisme de A-modules: 
EndA 2 R. 
Nous pouvons encore Ccrire: 
v=inf{p~End,(+.&‘)=End,(~~~+~)} 
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et 
~=inf{pIEnd,(m~)z R}. 
En effet, d’aprts la proposition 1, now avons: 
R c E,, 
D’aprb la caractkrisation de v dkj_ja rappelke nous avons d’autre part: 
Done: 
Les conclusions suivent aussitbt. 
11.1.2. Nous envisagerons maintenant le cas oi A dksigne l’anneau local 
d’une branche algkbroi’de-non nkessairement plane-sur le corps des com- 
plexes. La fermeture intkgrale S de A est un anneau de valuation disc&e 
dont ‘la valuation est notke V. On note f le semi-groupe o(A*); son systkme 
minimal de gknkrateurs est not& 
c dtsigne l’exposant du conducteur de A A S (i.e.: le seuil de r). 
On suppose que x est un paramkre transversal de A (i.e.: u(x) = n). x est 
alors superticiel de degri 1. 
On utilise les notations classiques sur les semi-groupes (voir [ 11). On 
note: 
M= {a~NglO,<~j<nj- 1, pourj de 1 A g). 
On pose encore: A, = {u(u)] UE CS?“}. (c&’ est WP privt de 0). et: 
h,= #(Ap\Ap+~l 
Nous avons alors: 
et done: 
v=inf{p(d,=n}. 
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Pour u appartenant g A on note i(u) l’entier 20 tel que: 
u E ,i(u) 
u $ ,w + 1. 
Pour j de 1 1 g, il existe h, appartenant g A tel que: 
u(h,) = flj. 
Pour abrtger on notera: 
ij = i( hi). 
L’idCal maximal m ktant engendrk par au moins deux Ckments, nous 
avons: 
i, = 1. 
11.2. Calcul de I’entier v 
PROPOSITION 2. Si r esr un semi-groupe libre, alors: 
v= f (nj- 1) i,. 
i=l 
Preuve. Posons: q = If=, (nj - 1) ij 
(1) Pour a appartenant g M nous notons: 
yol = h;‘, . . . . hz. 
Nous abrkgeons les notations avec: 
1 
~=Y(“,-2,.*-1,__., “g-l)=k y. 
I 
Alors: 
0) = 4 
i(Y)=i(Y)-l=q-1 
u(Y)=c+po- 1. 
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D’ocl: 
Y’Emq-‘. 
Comme x et h, sont dans m et que x est superliciel de degrk 1: 
et: 
Par ailleurs: 
V(z)=V(Y)-u(x)=c+~~-1-~~=c-l4f-. 
11 vient alors: 
z$A, et par suite:mq-‘R#mq-‘. 
On conclut: 
v 2 q. 
(2) Pour tout a dans M, il existe a,>0 tel que: 
g 
D’od: 
a0 + 1 ujij = q. 
j=l 
i(x”y,) = q. 
11 en dkcoule que: 
d0 + . . . + a,& = o(xwya) E A,. 
Le semi-groupe r itant libre [ 11, pour a #a’, nous avons: 
u(x$, # u(xyJ.). 
I1 en r&&e que: 
a,= #A,2 #M=n=d,. 
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La dtfinition de v donne alors: 
(3) On peut done conclure: 
q = v. 
COROLLAIRE 1. Si A est un anneau de Puiseux (i.e.: l’anneau local d’une 
branche algPbroi:de plane) de multiplicitt! n: 
v=n-1. 
Preuve. On sait que rest libre et que: 
n 
i.=-=n 
J 1 
. ..njpl (pour: 1 <j<g). 
ej-1 
D’oi: 
v= f (nj- l)n, .eOnj-,=n,...n,-l=n-l. 
j=l 
COROLLAIRE 2. Si A est un anneau de Puiseux de multiplicitk n, nous 
avow 
I( wz”/m p+y=p+ 1 
l(A,mp)-P(p; 1) ’ pour:o~p~n- l 
I 
I(wz~/wz~ + ’ ) = n 
n(n-1) ’ 
I 
pour:p>n-1. 
l(A/mP) =pn -2 
La rtduction est done: p = n(n - 1)/2. 
Preuve. Pour tout:p < n - 1 = x7=, (nj - 1) ii, il existe a appartenant A 
iU tel que: 
p= f ajij. 
j=l 
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Done: 
i(g,)=p,etparsuite:u()~,)= i CY,/?,E~,. 
./= 1 
D’autre part, r etant libre par le m&me raisonement on obtient saris trop 
de mal: 
ApV, + I = u(x”~y,,))ab+ f ijciJ=p . 
j=l 
D’oil: 
6,=p+ 1. 
Le reste suit aussitot. 
Remarque. Sous les hypothtses plus generales de la proposition 2, par le 
m&me raisonnement, il vient: 
p+lG,<p+n-q (pour: 0 <p < v = q). 
11 en rtsulte que: 
v=q<n-1. 
11.3. Calcul des End,( mp) pour un anneau de puiseux 
Dans ce paragraphe 11.3, A est un anneau de Puiseux. On sait que l’on 
peut Ccrire, pour un bon choix de l’uniformisante t: 
A=@ 
FL 
t”, t”+ c bit’ 
i>m 11 
avec: 
n=&<m=p, 
p.g.c.d. (n,m, {ilbi#O})= 1. 
Si I’on pose: 
x = t” 
y= t”+ c bit’. 
i>m 
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L’ideal maximal de A est: wz = xA + yA. L’anneau de premier voisinage 
infinitesimal est l’anneau local de la branche transformte quadratique de la 
branche d’anneau A; c’est-a-dire: 
La cloture integrale S de A est: 
S=@[[r]]. 
Nous allons commencer par etablir quatre proprittes notees P,, P,, P3 
et P,. 
(P,) Pour tout s>c+n- 1: 
fE mn-‘. 
(1) Commencons par prouver que si: 
u(x”“y,) > c + n - 1 
alors: 
xaoy, E w.8” - I. 
Nous avons: 
D’oh: 
Bj>n, ...nj-lfil, pour: 2 <j < g. 
Sj > ijAr pour: 1 <j < g. 
D’autre part il rtsulte de: 
que: 
ao&+ f ajBj=u(xaoycr)>c+n- 1= f (nj- 1)/T,, 
j= 1 j=l 
a& 2 5 (nj- 1 - aj) Bj. 
j=l 
Vu que a appartient A M on en dtduit que: 
aJo2 
( 
i (nj- 1 - aj) ii /To. 
j= I > 
481/121/l-2 
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I1 vient ensuite: 
D’oli: 
i(x”“y,)=a,+ f ajij> f (n,- l)i,=n- 1. 
j=l j= I 
xdOy, E Hz” - ’ 
(2) Nous avow 
PEA (car:s>c+n-1 >c). 
Le semi-groupe f ktant libre, il existe des uj appartenant ti C, des ag) 
appartenant i N et des a(j) appartenant g M tels que: 
s = u(P) < u(z,) < u(zq) < . . . < U(Zj) < . . -, 
si l’on pose: 
zj = tS - UIXyJOl(,) - . *. - ujx~(j)y.(j). 
Au bout d’un nombre hi d’ktapes nous avons: 
U(Zj) 2 (n - 1) c. 
Comme: 
I1 vient: 
et: 
(P*) y”-‘#xA. 
Nous avons: y”’ .“+I - hi E xA. 
11 en rt%ulte que: y”-‘- Y=y”-‘-I-If=, A,“,-‘EXA. 
D’autre part: 
u(Y)= f /lJi(nj-l)=c+n-l$n+r. 
j=l 
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Done: Y 4 x-4. La conclusion suit saris peine. 
(Pd X-‘y”EwP. 
Nous avons: 
Y n~..~nj-l_h~~~~"l“'~~-~. 
D’oh: 
Y 
“-l_y=y~~=,n,.‘~~,-I(n,-I) 
-jc, hi”- 
,EXm~;=,“,.’ .fl-,(n,--l) 
Soit: 
De: 
u(yY)=m+c+n-1, 
on tire: 
yYext c+m--LsCXtc+n-lsa 
Par (P,) nous avons: 
Finalement: 
y”=y(y”-‘- Y)+yYExm”-‘. 
(PJ Pour tout I appartenant h N: 
Pour I= 0 c’est une trivialit& et pour I= 1 c’est (P,). Raisonnons par 
rkcurrence sur I et supposons que: 
Alors: 
n-1 
u = 1 ajxjyn - l -j. 
j=O 
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Par (P3) la conclusion suit immtdiatement. 
PROPOSITION 3. Pour 0 Gp < n - 1 
E,=A + -f x-!f-‘-P+‘A. 
I= I 
Preuue. ( 1) Nous avons: 
X.iyP-jX-!~,n--l-p+~=Xj-~fl~~+~-j. 
Pour I <<j Gp nous avons trivialement: 
xj-l ,n- I t/-j 
I Em"-'cm". 
Pour 0 <j < 1 ( P4) donne la m&me conclusion. 11 en rksulte que: 
A + f ~-5~-‘-p+‘Ac E,. 
I= 1 
(2) Pour p= 0 la conclusion est Claire car: 15, = A. Raisonnons par 
rtcurrence et supposons que: 
P-1 
E ,-,=A+ c v~->,n-‘--(P-‘)+rA. 
/=I 
Vu que: 
E,mc E,-,. 
Nous avons: 
et: 
xE,cE,-, 
E,cx-‘E,+=x-‘A+ =f x-‘y”-‘-P+‘A. 
I’=2 
Prenons: 
p=x-‘UEX-‘A. 
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Si u appartient g Ep: 
x - by p = pyp E ,p. 
On peut toujours krire: 
u=u’x+ C ajyj. 
jcJ 
Avec: 
u’EA,ajE@*, JfinicN. 
Notons: 
j, = Inf J. 
Alors: 
~yp~X-LUyp~U~yp+yj~+pX-~ ajo+ C ajyj-jo . 
jeJ > 
i>io 
Vu que pyp appartient h mp, nous avow 
(PI) nous donne alors: 
soit: 
On en dCduit que: 
et: 
On conclut alors: 
&+P24 
joan-p. 
uEAx+Ay”-p 
,uEA +x-‘y”-PA. 
P 
E,cA+ c x-“~“-‘-~+~A. 
I’=1 
Par le premier point nous avons 1’CgalitC. 
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COROLLAIRE. E,=E,-,=R. 
Preuve. Vu que: 
Nom avow 
E +LCR. 
Par ailleurs: 
y” x-‘yn -=-. Xn Xn-l 
(P3) permet d&-ire: 
n 
YE 
1 -,@cA+&+-..+ Y 
n-1 
X” *n-l X 
=A=E,-l. 
X 
11 vient alors: 
YE,- ,c&-I. 
x 
La conclusion suit. 
Le corollaire redkmontre pour les anneaux de Puiseux le rCsultat t!tabli 
duns [ 31 sous des hypothkses plus gknkrales: 
End,(m’) z R. 
De plus (Pz) permet de dire que: 
f-1 
-yi4En-z- 
X 
D’oh: 
K I=E,-z#E,-,=E,. 
Ceci redtmontre que: 
v = inf{p 1 End,(&) = EndA(*nP+‘)}. 
11.4. Remarque 
Sous I’hypothtse plus faible: A est un anneau local complet, intggre, de 
dimension 1, ayant un corps rksiduel algkbriquement clos, de semi-groupe 
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r= u(A*) symhrique (i.e.: A est de Gorenstein), on peut encore calculer 
End,(m) (V dksigne la valuation sur la fermeture inttgrale S de A). Si t est 
une uniformisante dans S et c le seuil de fl 
End,(m) = E, = A + tC- ‘S. 
Par (P, ) ce rbultat coincide avec: 
n-1 
E,=A+yTA 
dans le cas des anneaux de Puiseux. 
Preuve. (1) 11 est clair que: 
t’-lE E, 
&oh: 
A+ t=-‘Sc E,. 
(2) Par ailleurs: 
E,CWZ -I= {u~KIumcA}. 
r itant symhique, nous avons: 
u(m-I’)= {c- l} uf. 
D’oh: 
v(E:)c {c-l}uT. 
Soit z # 0 appartenant A E,. Nous avons: 
v(z)=c- 1, et alors: zE t’-‘S 
ou: VEX, et alors il existe z, appartenant A A tel que: 
Nous avons encore: 
u(z - z,) > u(z). 
z-z,EE:. 
Par le m?me raisonnement il vient: 
Z-ZIEF’S, et par suite: z E tc- ‘S + A 
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ou: 
tl(z-z,)Er. 
Dans le deuxitme cas on it&-e le raisonnement. On arrive ainsi A: 
ZEtl’-‘S+A 
ou A: 
Done: 
u(z-z’)2c, pour un z’ E A; d’oti: 
z=z’+z--‘EA. 
E,cA+t+‘S. 
11.5. Application a la classification des branches planes 
11.5.1. Sous les hypothkes du §IIA.-done, ci fortiori, si A est un anneau 
de Puiseux-le semi-groupe I-, = v(E:) est symktrique si la multiplicitk de A 
est 2 et uniquement dans ce cas. 
Le semi-groupe f &ant symttrique on sait que: 
(1) l’application cp dtlinie par: 
cp(A)=c- 1-A 
est une bijection de r sur CzK 
(2) # c,r= 42. 
De: 
r, =ru {c- i}. 
On dtduit aussit6t que le seuil c, de r, est: 
c, =c-n, 
et que: 
#cNrl =:- 1. 
La condition pour avoir r, symttrique est done: 
i(c-n)=i--1. 
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i.e.: 
n = 2. 
A est alors isomorphe A l’anneau de Puiseux @[[t’, t”]] (m impair) et E, 
est son anneau de premier voisinage infinidsimal: 
R=@ [[t’, tm-2]]. 
11.52. A est maintenant un anneau de Puiseux. Nous venom de voir que 
E, n’est pas de Gorenstein (si n > 2) et done pas de Puiseux. 
On note = l’equisingularite des anneaux de Puiseux. On d&nit une 
famille de relations d’tquivalence ntre anneaux de Puiseux par: 
A 
i 
Ei = E; pour j<idn- 1, 
ceci pour: 
O<j<n-l=v. 
N est par difmition l’isomorphisme des anneaux A et A’. Nous 
avoOns les implications: 
Aj-A’*A h A’ i j+l (O<j<n-2) 
A N A’+A=A’. “n-1 
Les implications inverses ont fausses. 
Par exemple: 
(1) A=@ [[t3, t’]] ‘; A’=@ [[t3, t’+t’]] et 
A non y A’. 
(2) A=C [[t3, t”]]=A’=@ [[t3, tlo+t”]] 
et 
A non * A’. 
v=2 
Les relations mj (pour: 0 <j < n - 1) permettent done, a l’interieur dune 
classe d’equisingularite, de repartir les branches en classes successives 
dejmies de faqon de plus en plus fine, les dernieres Ptant les classes 
d’isomorphisme. 
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III. DIFF~RENTIELLES DE TORSION DE CERTAINES BRANCHES 
Un invariant important pour une branche est la longueur du sous- 
module de torsion du module des differentielles. On peut s’en servir pour 
une classification des branches dans une classe d’equisingulariti [2]. 
Dans [S] 0. Zariski a caracterisi les branches telles que cette longueur 
soit maximum: ce sont, a isomorphisme prb, les branches ~7 = xm’” (avec 
(m,n)= 1). Nous avons alors: l,JT)=c=(m-l)(n- 1). (A dtsigne 
l’anneau local de la branche, T le module de torsion, c l’exposant du 
conducteur de A dans son normalise). 
L’itape suivante consiste a calculer l,(T) pour les branches: 
y = xmfn + bxS2/” (b # 0), avec: (m, n) = n, et (/I*, nz) = 1. Nous posons: 
m = m,nZ et n = n,n2. Pour ces branches le semi-groupe des valuations 
est r = nN + mN + /I2 N, oh f12 = fiz + m(ni - 1). Son seuil-qui est aussi 
l’exposant du conducteur-st: 
c=(nz-l)/&+(n,-l)m-(n-1) (voir [ 11). 
Nous avons alors: 
Nous ne donnerons pas la demonstration qui est longue et comprend des 
calculs tres techniques. Nous renvoyons a [2]. 
Le calcul de l,(T) semble inextricable si l’on suppose que la suite de 
Puiseux contient plus de trois elements. 11 l’est aussi, dans le cas dune suite 
de trois elements, s’il y a des termes supplementaires (qu’ils soient avant ou 
aprb le terme x 8d”), ou mCme dans le cas dune suite de deux elements i 
les termes supplimentaires ont quelconques. Nous donnons dans [2] des 
resultats particuliers et un tableau pour les basses valeurs de n et m en 
liaison avec un travail de S. Ebey (Trans. Amer. Math. Sot. 118 (1965), 
454-471) qui donne, a isomorphisme p&s, toutes les branches pour n = 2, 
n=3 et celles pour n=4et m,<ll. 
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